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1 Espacio Proyectivo 


1.1 Definiciones 


Sea V un espacio vectorial. 


e Se llama espacio proyectivo y se denota P(V) al conjunto de rectas vec- 
toriales de V. 


e Cada recta vectorial se llama punto proyectivo. 


e Se llama dimensión del espacio proyectivo a dimPP(V) = dim V — 1. 


El espacio proyectivo se puede definir de modo alternativo como las clases 
de equivalencia de vectores no nulos de Y con la siguiente relación de equiva- 
lencia: 

U está relacionado con Y si y sólo si existe AX 0, U= Av. 


En particular, llamamos plano proyectivo real y se denota Pa al conjunto 
de rectas vectoriales de I¡R3; esto es 


P, =P(RÍ) = (<> | € R?). 


Y llamamos espacio proyectivo real y se denota lP3 al conjunto de rectas vec- 
toriales de R?; esto es 


P¿=P(R%)=(<0> |7ER?). 


1.2 Coordenadas homogéneas 


Sea P(V) un espacio proyectivo. Se dice que una familia de puntos (< 1, > 
yu, < Uy >) de P(V) generan el espacio proyectivo P(V) si la familia de vec- 
tores (0, ..., 0, ) generan el espacio vectorial V. 

Sea P(V) un espacio proyectivo. Se dice que los puntos < %] >,..., < Y, > 
de P(V) son proyectivamente independientes si los vectores %;, ..., U, de Y son 
linealmente independientes. 

Ejemplo. Consideremos Pa = P(R?), entonces una familia generadora e 
independiente de puntos de Py = P(R?) está formada por tres puntos Xy =< 
U >, X2 =< U2 > y Az =< U% > de manera que los tres vectores U,, Ya y U3 
son linealmente independientes. 

Y un punto X =< w >€ Pa se expresa de modo único como sigue: 


Y = 018, + QU, + 0383, 


5 


y las coordenadas de X serían (01, 7, 43). 
Si elegimos el representante Av de X, pues X =< Awv >E P, entonces 


AW = AQ U1 + AQ9Uo E AQ3U3, 


y las coordenadas de X serían (Aa, Aa2, 3). Como las coordenadas son 
únicas vamos a identificar 


(01, 2, 3) con (Aa, Ava, Ag) para AA 0 


y llamamos coordenadas homogéneas del punto X a la clase [a , va, (3); esto 
es, 


(01, 02, 043] == (War, Aa, AQ3), con A z 0). 


1.3 Relación entre el espacio afín y el proyectivo 


Sea Á un espacio afín con espacio vectorial asociado RR”. Los puntos X € A 
los podemos ver como puntos de P(R7+1) de la siguiente manera: 


A —= P(RU+) 
X —<(1,X) >. 


Si R = (0, B) es un sistema de referencia de A y (%1,..., 2,) son las coorde- 
nadas de X € Á entonces 


y QU, P(RT+) 


(Lazy 0 En) —Z (LL Bn) > 


A los puntos de P(IR”+*1) que no son de la forma < (1,%1,...,t,) > se les 
denomina puntos del infinito o puntos impropios. Los puntos impropios son 
de la forma < (0, 21,..., 2) > por tanto, están en le hiperplano proyectivo de 
ecuación ty =0. 

Definición. Sea A,, un espacio afín con espacio vectorial asociado IR” con 
sistema de referencia R. = (O, Bj. Se llama espacio afín proyectivizado y se 
denota A, al conjunto formado por todos los puntos de A, junto con los puntos 
del infinito de A,,; esto es, 


An a An Ú [(0, 21, 22, »1: Ma) | z; € R+. 


Identificamos A, con P(IR”+1) de la siguiente manera: 


A, —P(R*+) 
EN >, de 0) — [(Lo, 21, ..., Un)], (20 % 0) puntos propios de P(IR”+*) 
0 To 


(0,21, ..., Zn) — [(0, 21, ..., 2n)], (29 = 0) puntos impropios de P(IR”+!) 


1.4 Ecuaciones de las rectas del plano proyectivo 


Sea Pa el plano proyectivo real. 
Dados dos puntos independientes P, (Y € P,, se tiene P =< U > y Q =< 
% > con 0,4 € R? vectores linealmente independientes, la recta r que contiene 
aPyQ es 
r=[<A0+ 06 > | (A, 1) X (0, 0)). 


Si los puntos P y Q tienen las siguientes coordenadas homogéneas: 


P = [(po, p1, p2)), Q = [(90, q1, 92) 


entonces se tiene que un punto X € r si y sólo si sus coordenadas [(w%p, 21, 29)] 
cumplen las siguientes ecuaciones 


ato = Apo + go 
ax = Ap + pq, (a,A, 1) X (0, 0, 0) 
002 = Apa + 2 


que se llaman ecuaciones paramétricas de la recta r del plano proyectivo PP». 
Equivalentemente el punto X = [(xp, 21, 22)] € r si y sólo si 


AyTa + 4171 + 4919 =0 


que es la ecuación cartesiana de la recta que se obtiene al imponer que el 
siguiente determinante se anule: 


To Po 40 
0=|2 Pp q 
Ta P2 qa 


1.4.1 Relación entre las rectas del plano afín real y del plano proyec- 
tivo. 


Sea Az el plano afín con referencia R = (O, B) y sea la recta r del plano 
afín Az con ecuación ay + 4,71 + a21%9 = 0. Sean P = (p1,p2) y Q = (q1, q2) 
dos puntos de la recta, entonces los puntos del plano proyectivo [(1, py, pa), 
[(1, q1, q2)] determinan una recta r del plano proyectivo Pa con ecuación a9yZo + 
a171, + 4929 = 0 que se llama la recta de Pa asociada a la recta afín r. 
Recíprocamente, dada una recta r del plano proyectivo Pa con ecuación 


AyTy + 4171 + ag12 = 0. Si po H O, entonces el punto del plano afín (2, 22) 


está en la recta r del plano afín Az de ecuación: 


Ay + 0171 + 497% = 0. 
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Definición. La recta que une dos puntos propios de IP, se dice que es una 
recta propia de Pa. 

Toda recta propia, 4yZo + 4171 + 42% = 0, determina un punto del infinito 
o impropio [0, —az, a¡] donde (—az, a1) es el vector director de la recta r del 
plano afín Az de ecuación ay + 04111 + 47%) = 0. 

Definición. La recta que une dos puntos impropios de Pa se dice que es 
una recta impropia de Pa y tiene ecuación 29 = 0. 


1.5 Ecuaciones de subespacios proyectivos de Pz 


Sea Pz el espacio proyectivo real tridimensional. 


1.5.1 Rectas en Py 


Sean P, Q dos puntos independientes de Pz. Por tanto, P ==< Ú > y Q =< U > 
con U,W E R* vectores linealmente independientes. La recta r que contiene a 
PyQes 

r=[<A0+p0 > | (A, 1) % (0, 0)). 


Si los puntos P y Q tienen las siguientes coordenadas homogéneas: 


P= [(po, P1, Pa, p3)], Q m7 [(9o, 91, qa, 43) 


entonces se tiene que un punto X = [(xp, 21, 22, 13)] E 7 si y sólo si sus coor- 
denadas cumplen las siguientes ecuaciones 


ato = Apo + 490 
az = Api + 91 
ay = ÁApa + ua 
003 = Áp3 + 493 


, (a, A, 11) F (0,0, 0) 


que se llaman ecuaciones paramétricas de la recta r del espacio proyectivo Pz. 
Equivalentemente el punto X = [(2o, 11,12, 2 ertenece en la recta r del 
> > 3 
espacio proyectivo [Pz si y sólo si 


To Po 40 
Tt1 Pa 
Ta Pa qa 
Tag P3 43 


de donde se obtienen las dos ecuaciones cartesianas de la recta. 

Definición. La recta que une dos puntos propios de Pz se dice que es una 
recta propia de Pz. Y sus ecuaciones son las ecuaciones homogéneas de una 
recta afín. 


Definición. La recta que une dos puntos impropios de Pz se dice que es 
una recta impropia de Pz. 
Observación. En Pz hay infinitas rectas impropias. 


1.5.2 Planos en Pz 


Dados tres puntos P =< Y >, Q =< W > y R =< U > de Pz independientes, 
el plano que contiene a P, Q y R es 


T=¿(< A+ pu + ya > | (A, y) 4 (0, 0,0)). 
Si los puntos P, (Q) y R tienen las siguientes coordenadas homogéneas: 


P = [(po, P1, Pa, P3)) 
()= [(9o, 91, q2, 43)) 
R = [(ro, 11, 72,73)] 


entonces se tiene que un punto X = [(2o, 21, 22, 23)] pertenece al plano Tr 
del espacio proyectivo Pz si y sólo si sus coordenadas cumple las siguientes 
ecuaciones 
axzo = Apo + Ugo + yr0 
021 = Api + qu + yr1 
03 = ÁD3 + 1g3 + y73 
que se llaman ecuaciones paramétricas del plano Tr del espacio proyectivo Py. 
Equivalentemente el punto X = [(xp, 11,12, 23)] pertenece al plano mr del 
espacio proyectivo Pz si y sólo si 


AyTy + 04177 + 497% + 0303 =0, 


que es la ecuación cartesiana del plano que se obtiene al imponer que el sigu- 
iente determinante se anule: 


To Po do To 
1 Pq 
T2 P2 D T2 
T3 P3 q3 Y3 


Observaciones. 

Tres puntos propios determinan un plano propio de Pz. Y su ecuación es 
la ecuación homogénea de un plano afín. 

Tres puntos impropios determinan un plano propio de Pg que tiene por 
ecuación cartesiana la ecuación zp = 0. 

Todo plano propio determina una recta impropia. Y toda recta impropia 
está contenida en el plano impropio xy = 0. 
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1.6 Razón doble 


Teorema. Si cuatro puntos alineados A, B,C, D, se proyectan desde un vértice 
V en cuatro puntos alineados 4”, B*, C”, D', entonces las siguientes razones son 
iguales: 


4 ge 
CB — OB 
AD = ADr* 
DB D'B' 


(ABCD] = (A'B'C'D" 


Observación. Por tanto la razón e 3 e se mantiene invariante por proyec- 
ciones. 

Definición. Sean A, B,C,D cuatro puntos alineados. Entonces la razón 
doble (A, B;C, Dj del par ordenado (C, D) con respecto al par ordenado (4, B) 
es 

Maaa El y EE 
Un caso especial importante ocurre cuando el valor de la razón doble [ 4, B;C, Dj 
es —1. En ese caso, C' y D divide el segmento AB interna y externamente en 
la misma proporción y se dice que los pares de puntos (4, B) y (C, D) son con- 
jugados armónicos uno con respecto al otro. Si, en particular, C' y D divide 
AB interna y externamente en la razón 1 : 1, entonces uno de ellos es el punto 


medio. del segmento AB y el otro es el punto del infinito de la recta que une 
AyB. 


1.7 Cuadrángulo completo 


Consideremos ahora cuatro puntos 4, B,C,.D en el plano de manera que no 
haya cuatro de ellos alineados. También se obtiene en este caso una configu- 
ración interesante conocida como cuadrángulo completo. Los puntos A, B,C, D 
se pueden unir en pares de tres maneras diferentes (4AB,CD), (AC, BD) y 
(AD, BC). Cada par de lados opuestos tiene un punto de intersección X, Y, Z, 
llamados los vértices del triángulo diagonal del cuadrilátero. 
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2 Cónicas 


Definición. Una cónica C en P¿(R?) es el conjunto de puntos cuyas coordendas 
en cierta referencia R satisfacen una ecuación homogénea de grado 2: 


2 2 
O, > > OijT¡Lj 
¿=0 ¡=0 
an ,2 2 2 » A 
= AgoLy + 41171 + (797) + Api ToT1 + AJO T1ZO 


+ Ag2ToTa + Agp T¿To + 0128172 + 09179211. 


Y se dice que es propia o degenerada si no es o es irreducible. 

Por ejemplo, Cy = 2% + 22% + 32,13 = 0 es una cónica propia pues el 
polinomio homogéneo de grado 2, xj + 24% + 32,12 = 0 es irreducible (no se 
puede poner como producto de dos polinomios de grado 1). Sin embargo, la 
cónica Co = 25 — 4xi = 0 es degenerada pues xj — 4x3 = (109 — 201) (xo + 201); 
esto es la cónica C2 son dos rectas que se cruzan. Finalmente, la cónica Uy = 
(19 + 2x1 + 322)? = 0 es degenerada. La cónica Cg es una recta doble. 

Usando notación matricial, la ecuación de la cónica 


2 2 
C= > ] OrjLLj = 0 
i=0 ¡=0 
se puede escribir como sigue 
hn m 
C=X"AX=0, 
donde 
40 Ag A 
A= 40 41 012 
92 Ar 02 
esto es, 


xXxce0C=XTAX =0, 


Más formalmente, 
Definición. Dada una forma cuadrática w: IR? -— RR. La cónica proyectiva 
definida por w es el conjunto de puntos X € P2(IR3), donde se anula w; esto es, 


C =(X € P2(R?) | w(X) = 0). 


Y la cónica afín definida por w es el conjunto de puntos X € As, X = 
(1, 21, 22), donde se anula w; esto es, 


C=(X € Az | w(X) = 0). 
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Se tiene CCC, 

Recuerdo. 

Definición. Una forma cuadrática w: RI —> R es una aplicación tal que 
existe una forma bilineal f: Rx RI — R con w(v) = f(v,v), para todo 
v ER?, 

Resultado. Dada una forma cuadrática w existe una forma bilineal f tal 
que: 


1. f es simétrica (esto es, f(u,v) = f(v, u)) 

2. la forma cuadrática asociada a f es w 

3. f es única. 

A la única forma bilineal simétrica f cuya forma cuadrática es (y la lla- 


mamos la forma polar de w. 
La forma polar de una forma cuadrática w viene dada como sigue: 


f(u,v) = s(u(a + 0) — w(u) — w(v)). 


Se tiene: 


2.1 Puntos singulares 
Definición. Sea C' una cónica proyectiva generada por una forma cuadrática 


w, con forma polar f y matriz asociada A. 


e Se dice que dos puntos P, () € Pa son conjugados si f(P,() =0. 


e Se dice que un punto P € Pa es un punto autoconjugado si w(P) = 
FP P=D, 


e Se dice que un punto P € P, es un punto singular de C si es conjudado 
con cualquier punto de P>; esto es, F(P, Q) = 0 para todo punto (2 € Pa. 
Esto es, sl 


f(P,Q) = PFAQ =0, VQ € Po, 


o equivalentemente, 


PTA=0. 


e Se dice que un punto P € Py es un punto regular de C si no es un punto 
singular. 
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F(Z,T) =0, para todo T € Pz. Tenemos: 


HZ,T) =f(AX +uY, T) 
= FAX, T) + f(uY, T) 
=M(X,T) + J(Y,T) =0. 
dl ia 


5. Si la cónica C' contiene un punto singular, entonces C' está formada por 
rectas que pasan por ese punto. 


2.2 Polaridad definida por una cónica 


Sea C una cónica con forma polar f y matriz asociada A. Sea P € Po, llamamos 
variedad polar de P respecto de la cónica C al conjunto de puntos conjugados 
de P; esto es , 


Vp =(X EP, | F(P, X) =0). 


Si P es un punto singular, entonces Vp = Pa. 

Si P no es un punto singular, entonces Vp es una recta que denotamos rp 
y llamamos recta polar de P respecto de la cónica C. Por tanto, la recta polar 
de un punto P € Pa no singular es el conjunto de puntos conjugados con P. 


2.2.1 Ecuación de la recta polar 


Si P es un punto no singular con coordenadas [(po, P1, P2)] y la matriz asociada 
a la cónica es 
Av Ag A 
A = 4 11 4012 
Ag A2 2 


entonces 
rp= (XxX € Pa | PTAX = 07, 
esto es, 
Ao o A02 DN) 
di h 
0=P"AX = (Po, P1, Pa) 40 Qi 012 L1 
Go 412 02 12 


= (Pot + P1%01 + P2002) Zo + (podar + P1411 + P2012)1 
+ (poto + P1012 + P2029)02. 
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2.2.2 Construcción geométrica de la recta polar 


Dados la cónica C' y un punto P € PP, no singular, vamos a obtener la recta 
polar de P respecto de la cónica C. 

Primero, tomamos dos rectas r, s desde P que corten a la cónica en cuatro 
puntos: R1,Ra,S1, S2. 

La recta polar de P respecto de C es la recta de cuartos armónicos de P 
respecto de los pares de puntos de intersección; esto es, los puntos X tales que 
[P, X; Ri, Ra) = —1. 

Para obtener los cuartos armónicos, construimos el cuadrángulo completo; 
esto es, construimos 


1. las rectas diagonales del cuadrilátero R¡R25153: rectas R¡S1, R2S2, R1S2 
Y Ra61, 


2. consideramos los puntos de intersección. X = RS N R2S2, Y = RiS2N 
RaS;. 


e A 


Y oda polar de P 
PA 


La polar de P respecto de C es la recta XY. 


2.2.3 Polo de una recta respecto a una cónica € 


Definición. Dada una recta r del plano proyectivo Pa, llamamos polo de la 
recta r respecto de la cónica C' al punto cuya recta polar es r; esto es, rp = 71. 
Si la ecuación de la recta r es 


T = UpTo + U171 + UT = UTE = 0, 


con U = (up, u1, U2) y X= (Zo, 21, T2), 


entonces rp = 7 si y sólo si 


PTAX =U"X, para todo X € Pa 


ó equivalentemente, 
PA=0"e> APT 
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Y si la cónica C' no es degenerada (por tanto, det A X% 0), entonces P = A71U. 

Teorema. Si la polar de un punto Q pasa por un punto P, entonces la polar 
de P pasa por el punto Q. 

Esto es debido a que la condición de conjugación f(P, (2) = 0, es simétrica 
en P y Q. 

Teorema. Si A,B,C,D son cuatro puntos en una cónica C, entonces el 
triángulo diagonal (triángulo con vértices P, X, Y, en el dibujo) del cuadrán- 
gulo ABCD, es autopolar para C. Esto es, la recta que une XP es la recta 
polar de Y, la recta que une PY es la recta polar de X, y la recta XY es la 
recta polar de P, 


2.2.4 Polaridad definida por una cónica 


Como hemos visto, dada una cónica C a cada punto P no singular se le asigna 
una recta (su recta polar) y recíprocamente, a cada recta r se le asigna un 
punto (su polo). 

Definición. Se llama polaridad definida por una cónica C' a la aplicación 
que a cada punto no singular de C' le hace corresponder su recta polar. Esto 
es, 


PA Sing(C) — Rectas de Pa 


Pk—="rp 


Teorema de la polaridad definida por una cónica regular. 

Las rectas polares de los puntos de una recta r de P,, respecto de una 
cónica regular C, pasan todas por un mismo punto que es precisamente el polo 
de r. 


2.3 Intersección de recta y cónica 


Sea C una cónica proyectiva con forma polar f y matriz asociada A y sea r una 
recta proyectiva que contiene a los puntos P = [(po, p1, pa) y Q = [(90, q1, 92). 
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Un punto X € PP, está en la intersección de la cónica y la recta si y sólo si: 


Xer X=)P+Q Y -MFHnÓ 
XEeC w(X)=0 AP +uQ)=0 


La condición w(AP + uQ) = 0 se escribe: 
0=“w(P) +24 f(P,Q) + ¡2w(Q). 


Dividiendo la ecuación anterior por ju? y escribiendo t = A/p se obtiene la 
siguiente ecuación de segundo grado: 


0=w(P)Jé? +2f(P,Q)lt+w(Q) 


con discriminante 


A=f(P,QY —(Pro(Q). 


e Si f(P,Q) =0, w(P) =0 y w(Q) = 0, entonces P, Q € C y, por tanto, 
r EC. Luego la cónica está formada por rectas. 


e Si no todos los coeficientes de la ecuación de segundo grado 0 = w(P)t?+ 
2 (P, Q) + w(Q) son nulos, entonces hay dos puntos de corte (las dos 
soluciones de la ecuación). 


1. Si A = f(P,QY — w(Plw(Q) > 0, la recta y la cónica se cortan en 
dos puntos reales distintos. La recta se dice que es una recta secante 
a la cónica. 

2. Si A = f(P,Q) — w(Plw(Q) = 0, la recta y la cónica se cortan 
en un punto doble. La recta se dice que es una recta tangente a la 
cónica. 

3. Si A = f(P,Q) — w(Plw(Q) < 0, la recta y la cónica se cortan en 
dos puntos imaginarios distintos. La recta se dice que es una recta 
exterior a la cónica. 


2.3.1 Variedad tangente a una cónica 


Definición. La variedad tangente a una cónica C en un punto P € C, es el 
conjunto de puntos X € P, tales que la recta que une P y X es tangente a la 
cónica O; esto es, 


TPC =(X EP] A=F(P,X) — w(Plu(X) =0) 
=(X EP, | F(P, X) = 0). 


Observaciones. 
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1. Si P € C es un punto regular, entonces TpC es una recta y, de hecho, es 
la recta polar del punto P; esto es, TpC = Tp. 


2. Si PEC es un punto singular, entonces TpC = Po. 


3. Si P € C, podemos definir la variedad tangente a C en P ¿ C como el 
conjunto de puntos X' € P, tales que la recta que une P y X' es tangente 
a la cónica C; esto es, 


TpC =4(X € P, | recta XP es tangente a C) 
=(X EP, | A=f(P,X)? —w(P)(X) =0) 
=(X EP | H(P,X?=x(P)o(X)), 


Y se cumple que TpC es una cónica degenerada que tiene a P como 
punto singular. 


Construcción geométrica de TpC' cuando P ¿ C 
Tenemos TpC = [X € P, | recta XP es tangente a C]. Calculamos la 
recta polar de P, 


Tp= (X € Pa | MAA] =10) 


y hallamos la intersección de rp y C. 
Si rp NC =(P,, Pa), entonces TpC = rp, Urp,. 


Si rp NC son dos puntos imaginarios; esto es, la recta rp es exterior a la 
cónica € y el punto P es un punto interior a la cónica y desde él no se puede 
lanzar ninguna tangente. 
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2.4 Clasificación de las cónicas 


Sea UC” una cónica con matriz asociada A. 


Ecuación canónica 
a+ri+oz= 0 


Cónica 
cónica no degenerada vacía 


rango Á 


3 cónica no degenerada no vacía ai+a?—al= 0 
2 2 punto singular aj rri= 0 
2 p 0 par de rectas ai—at=0 
[ 1 E 1 recta doble | (ar, +bx,+cx3)= 1 


Nota: Llamamos signatura de A y lo denotamos sign(A) a la— B| donde a =n" 
de autovalores positivos de A y PB =n" de autovalores positivos de A. 


2.5 Clasificación afín y elementos notables de las cónicas 


Sea Az = IP(R?) el plano afín proyectivizado, con sistema de referencia R = 
(O, Bj. Y sea w una forma cuadrática con matriz asociada A. Sea 


C=1[X € P¿(R?) | w(X) = 0) 
una cónica proyectiva con cónica afín 


C=CnNA,=(X € Az | w(X) =0), donde X = (1, 21,19). 


2.5.1 Centro de una cónica afín 


Definición: Se llama centro de una cónica afín C' al polo de la recta del infinito 
si ese punto es un punto propio (si no lo es, se dice que la cónica afín no tiene 
centro propio). 

La ecuación de la recta del infinito es 1y = 0 y la ecuación de la cónica es 
X*AX = 0. Por tanto, el polo de la recta del infinito es el punto P tal que 
FA =11,0,0). 

Ejemplo. La parábola es tangente al infinito: por tanto, el polo de la recta 
del infinito es el punto de tangencia, que está en el infinito, así que la parábola 
no tiene centro propio. 

Proposición. El centro de una cónica afín es centro de simetría. 


Construcción geométrica del centro de una cónica. 
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¿7 ¿ 
REG > resta polar de P1 


veda f 


El centro es el polo de la recta del infinito, por tanto, es la intersección de las 
rectas polares de puntos del infinito. 


1. Tomamos un punto del infinito P, y hallamos su recta polar de la sigu- 
lente manera: 


(a) Trazamos dos rectas paralelas r,y r, que corten a la cónica (tienen 
punto del infinito P;). 


(b) Hallamos los puntos medios de los segmentos (21; y Q1 Ri. Dichos 
puntos medios son los cuartos armónicos de (21, R1, P, y Q4, Ri, Pr 
respectivamente. 


(c) La recta polar de P, es la recta que une dichos puntos medios. 


2. Repetimos la construcción para trazar la recta polar de un punto del 
infinito Po. 


3. El centro de la cónica es el punto de intersección de dichas rectas polares. 


2.6 Posición relativa de la cónica y la recta del infinito 


1. Si la recta del infinito ro, = zp = 0 no es tangente a la cónica C' entonces 
el polo de r¿, es un punto propio; C tiene centro que denotamos C y las 
coordenadas del centro son 


Z= [(Co, C1, C2)] tales que (c9, C1, Co) A Sl (1, 0, 0). 


2. Si la recta del infinito Ty = tp = 0 es tangente a la cónica C' entonces el 
polo de ro, si existe, es el punto de tangencia. En este caso, 


CN To = [centro) 
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y el centro es un punto doble. Si la matriz es 


oo 4% 
A= 01 411 02 
do2 412 022 


se tiene: 

Bras AgoT9 + 01174 + 49203 + 20912981 + 209212 + 2019201209 =0 
01,7% + 09283 + 20120122 =0 
Tp = 0 


se tiene la ecuación de segundo grado a,,t? + 2a12t +92 = 0 con discrim- 
inante: 
2 
Ao = 417 — 011492 = — det(Ag0) 


Q11 (12 
Ao = / 
A ( 12 422 ) 
e Si det App = 0, entonces CNT = [P), donde P es un punto doble, 
el centro impropio de la cónica. 
e Si det Ag % 0, entonces C tiene centro propio que es el centro de 


simetría de la cónica. Cualquier recta que pasa por el centro corta 
a la cónica en dos puntos que son simétricos respecto del centro. 


donde 


Por tanto, se pueden dar los siguientes casos: 


] 2 puntos reales distintos (det(Ag0) < 0) 
CONTeo=xY 2 puntos imaginarios conjugados (det(Ag0) > 0) 
1 punto (det(400) = 0) 
2.6.1 Cónicas de tipo parabólico 
Se tiene que: CN Tra = (Py, P punto doble si y sólo si det Ago = 0. 
El centro de la cónica es un punto impropio. 
e Si det A H 0 la cónica es una parábola. 


distintas si rg A = 2 


e | Sidet A = 0 la cónica es un par de rectas paralelas l sota doble si ud =1 
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2.6.2 Cónicas de tipo elíptico 


Se tiene que: CN ro = [P,, Pa), P,, Pa puntos imaginarios conjugados si y 
sólo si det App > 0. 
El centro de la cónica es un punto propio. 


e Si det A 4 0 la cónica es una elipse. 


e Si det A = 0 la cónica es un par de rectas imaginarias que se cortan en 
un punto real (el punto singular de la cónica). 


2.6.3 Cónicas de tipo hiperbólico 


Se tiene que: CM Tra = ([P,, Pa), P,, Pa puntos reales distintos si y sólo si 
det Aoo < 0. 
El centro de la cónica es un punto propio. 


e Si det A 40 la cónica es una hipérbola. 


e Si det A = 0 la cónica es un par de rectas reales que se cortan en el punto 
singular 


2.6.4 Elementos notables de las cónicas 


Sea la cónica C' = X'AX =0, con 4*' = A una cónica regular. 


Centro Definimos centro de la cónica C' al polo de la recta impropia (es el 
centro de simetría de la cónica). 


Diámetros y diámetros conjugados Dos rectas r y s que contienen a un 
punto P se dicen conjugadas con respecto a una cónica regular C' cuando cada 
una de ellas contiene al polo de la otra. 

Definimos diámetro de la cónica C' a toda recta tal que su polo es un punto 
impropio. 

Por tanto, para cada punto impropio tenemos un diámetro. 

En virtud del Teorema fundamental de la. polaridad, todos los diámetros por 
ser rectas polares de puntos impropios contienen al polo de la recta impropia; 
es decir, contienen al centro. 


Asíntotas Se llama asíntota de una cónica, cuando la tiene, a todo diámetro 
que es tangente a la cónica. Por tanto, las asíntotas son las rectas polares de 
los puntos impropios de la cónica. 
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Ejes en las cónicas regulares Dos rectas 71” = agto + 4121 + data = 0 y 
s' = boto + bix1 + ba = 0 cona¡ 4060, 40 y b1 406 ba 4 0 diremos que 
son ortogonales en el plano proyectivo [Pa si a1b, + asba = 0. 

Se llaman ejes de una cónica regulares a aquellos diámetros que siendo 
conjugados son además ortogonales. 

Veamos cómo obtener los ejes: 

Sean PÍO, p1,p2] y QÍ0, q1, q2] los puntos impropios de los ejes. Como los 
ejes son rectas ortogonales P y (2 se cumple: piq1 +p2q2 = 0. Y por otra parte, 
como P y (2 son los puntos impropios de rectas conjugadas, deben ser puntos 
conjugados; esto es, P?AQ = 0. Por tanto, se deben cumplir las siguientes 
ecuaciones: 


pig + paq =0 


Go Ag Ag 0 
(0,p1,P2) | %01 4% 01 q |=0 
02 12 QU 42 


| piq1 + paga =0 
| (pran + poar2) q + (prara + 2092) qa =0 


Pi P2 h 0 
=> = 
a + p2012 P1012 + P2d22 ) ( da ) ( 0 ) 


El sistema anterior tiene solución distinta de la trivial si la matriz de coefi- 
cientes tiene determinante cero; esto es, si las filas de la matriz de coeficientes 
son proporcionales: 


== 


411P1 + 412P2 = Apr (a11-A) pi + a12p2 =0 
a19P1 + 492P2 = AP2 arpi + (ar — A) pa =0 


El sistema anterior tiene solución (pi, p2) 4 (0, 0) si 


A ( 011-A 012 ) = e y de (ar, + 4292) A + det Avo = 0 
012 0422 — A 


Nótese que es la ecuación característica de la matriz Ago que es diagonalizable. 
Nota: Si (v;,v2z) es autovector asociado al autovalor A¡ de Apo entonces 
QÍ0, v1, va] y PÍO, —vz, v1] satisfacen el sistema 
Prqu + paga =0 
PAQ =0 


luego sus rectas polares son los ejes de la cónica C. 
Por último, llamamos vértices de una cónica C' a los puntos de intersección 
los ejes de la cónica con la cónica. 
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y 


v 


Por tanto los ejes de la cónica son las rectas polares de los puntos impropios 
P,[0, —1,1] y Pa[0, 1, 1]; esto es, 


1 0 -—1 To 
TH == (0, 1, 1) 0 1 1 11 = () 
-11 1 T9 
1 0 -1 Zo 
rp = (0,1,1) G 1 1 2 | =0 
—1 1 1 Ta 
Por tanto, los ejes de la cónica son 
Tp = Zo=0, 
Tm = —2p +22x1 + 2x2 =0. 


Los diámetros de la cónica se cortan en el centro; en particular, el centro 
es el punto de intersección de los ejes de la cónica: . 


zo =0 zo =0 
l —Zp + 211 + 222 =0 >| 11+x2=0 <= Z[0, 1,1] 


La parábola tiene centro impropio. 

Los vértices de la cónica son los puntos de intersección de la cónica con sus 
ejes. Como C' es una parábola, tiene un punto impropio que es precisamente 
el centro Z y también es un vértice de la parábola (el vértice impropio): 


l d+ 244 2% — 21pt2 + 20129 =0 l (11 +22) =0 
To = 0 


El otro vértice es la intersección de la parábola con su eje propio: 


1 +2 +m%— 229 + 20123 =0 
—1 4 2x1 + 222 =0 


1+ (2, +22) - 202 =0 1+1-20=0 

td said A 1=22x, +277 
E Y 1.5 

=> q. ed 1 5 1 =>V Lera: 
DATE 8.8 


Ejemplo 2 Sea la cónica UC = 22 — 4a? + 22 — 22911 — 2tpx9 = 0. Se pide: 
1. Clasificar la cónica. 


2. Calcular las asíntotas de la cónica. 
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3. Calcular los ejes de la cónica. 
4. Hallar el centro de la cónica. 
5. Calcular los vértices de la cónica. 


Clasificación: 
La matriz de la cónica es 
1 —1 -—1 
A=| -1 -4 0 
-1 0 il 


El determinante de A es: det(A) = —1 4 0, (C es una cónica regular) y como 
det Av = —4 <0, la cónica es una hipérbola. 


Los puntos impropios de la hiperbola satisfacen las siguientes ecuaciones: 


23 — 42% + 23 — 22911 — 2219 =0 
To = 0 


E —40? + a? =0 des (23 + 211) (12 => 2x1) = 0 
to =0 to =0 


<= P,[0,1,-—2] y Pa[0, 1, 2] 
Por tanto, las asíntotas de la cónica son: 
FP = PÍAX = Lo — 421 pS 2% = D, 
rp = PAX =—32p — 421 + 227 =0. 
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Para calcular los ejes calculamos los autovectores de la matriz Apo. Los 
autovalores de Agp son A = —4, A2 = 1. Y los autovectores asociados a dichos 
autovalores son: 

v, = (1,0) autovector asociado a A= —4 


vz = (0,1) autovector asociado a A= 1 


Por tanto los ejes de la cónica son las rectas polares de los puntos impropios 
(21[0, 1, 0] y Qa][0, O, 1]; esto es, 


E Lo 
Pq = (0, 1, 0) -1 -4 0 T1 = —o — 4x1 =U 
—1 0 1 Ta 
L =£ =1 ZO 
TQ = (0, O, 1) -1 -4 0 T1 =-—2p+%9=0 
—1 0 1 La 


El centro de la cónica es el punto de intersección de los ejes. Como Ces 
una hipérbola, su centro es un punto propio y sus coordenadas satisfacen las 
siguientes ecuaciones i 


Los vértices de la cónica son los puntos de intersección de la cónica con sus 
ejes. Por tanto, 


l mi — da? + 22 — 22911 — 2tpt2 =0 


—iy — 4x1 =0 
1627 — 42% + 23 +82 + 841% =0 E 2011 + 82,122 +24=0 
To = —421 Zo = —4x1 
08 
sed l 20+8t+1*=0 
t=x2/%1 zy = —4x1 


Como 20 + 8t + t? = 0 no tiene soluciones reales, el eje —xp — 4x1 = 0 de la 
cónica corta a la cónica en puntos imaginarios. Veamos la intersección de la 
cónica con el otro eje: 
l zi — 4? + 23 — 21911 — 22919 =0 pan l 42? + 2x921 =0 
—2 + 7%93=0 —lp + 2%9=0 


2 (271 + 19), =0 
id l —2p+12%9=0 


Por tanto V[1,0,1] y Va[1, —1/2, 1] son los dos vértices propios y reales de la 
hipérbola. 
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2.7 Invariantes métricos de una cónica 


Sean R = (0, B = (8,,€2)) y R' =(0', B' = (e, ,2,)) dos referencias ortonor- 
males del plano afín Az. Sea C' una cónica del plano afín euclídeo con matriz 
asociada A respecto de la referencia R y matriz B respecto de la referencia 


R!, es decir, 


40 Ao LO 

Cr == (Zo, T1, 22) 00 Ai 012 L1 =0 
Ag 412 02 Lo 
boo bo boz TO 

Cr = (Los al, La) Dor b11 b12 a =0) 
boz bi bo o 


entonces, se cumple 
det(A) = det(B) 
l det Ao = det Boo pan l 


a11 + 492 = by1 + boz 


Los autovalores de Apo 
y Boo coinciden. 


siendo y í 
0 a 
Aso = ( 11 ll y Boo = ( 11 $ 


12 02 bi2 ba 
2.8 Forma reducida de una cónica regular 


Sea C' una cónica que respecto de una referencia ortonormal R = [O,B = 
(é,, €2)) tiene por ecuación: Cp = XYAX =0. 
2.8.1 Cónicas con centro propio: hipérbolas y elipses 


Si det(Ag0) 4 O entonces existe una referencia ortonormal R' = [O', B' = 
(2,,€,)) tal que la expresión matricial de la cónica en la nueva referencia es: 


den 0 0 Pr 
Cr =(2p,1,,29) | 0 di 0 e | =0 
0 0 do, Ta 


La ecuación Cr = dolo)? + dir (21)? + des(2,)? = 0 se denomina ecuación 
reducida de la cónica, donde 
O' es el centro de la cónica 


d11,d22 son los autovalores de Apo 
e, €, vectores propios de Ago (vectores de dirección de los ejes de C') 


doy cumple det(A) = dond; 1 da2 
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Ejemplo 1 Sea la cónica UC = 22/1) — 20182 — 0% + 7171 + 722 =0. 


Clasificación: 
La matriz de la cónica es 


-1 0 1 
A= 0 7 -—1 
1 -1 7 
El determinante de A es: det(4) = —55 % 0, por tanto, es una cónica 


regular. Los autovalores de Agp son A1 = 6, A2 = 8 (por tanto, det Apo 
AM A2 = 48 > 0). La cónica C es una elipse. 


Elementos notables: 
El centro de la elipse es un punto propio que no pertenece a la cónica. 


Tenemos: 
P= A”7*U siendo U[1, 0, 0] 
luego 
Po E: E E E 
p |= uy % dp 5 
P2 1 —1 í 0 55 
Esto es Ai , . 
AAA 1 A 
ad ( 055) | ( 48 5)! 


Los diámetros de la elipse son las rectas que pasan por su centro. La familia 


de diámetros es 


to —55 0 1 48 48 
21 5 ; = 55 (b—7a) to + 550% —- 55 Ta =4 
Ta 55 

esto €s, day = (b— Ta) xo + 48bx, — 48axz = 0. 


Análogamente son las rectas polares de puntos impropios. Si P,, = [(0, a, B)] € 
Too, entonces su recta polar vtiene la siguiente ecuación 


—-1 0 1 To 
rre, = (0,0,6) 0 7 -—1 Ss |=0 
1 —1 7 Ta 


esto es, dp, = Plo+(70—B)u1 +(78B-a) 22. 


Nótese que si tomamos a: =7b— a y Pf =b— Ta, se cumple: dp, = day. 
La elipse no tiene asíntotas ya que todos sus puntos son propios. 
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Los ejes de la elipse pasan por el centro y tienen direcciones dadas por dos 
vectores propios ortogonales. Los vectores propios de C' son: 


é = (1,1) autovector asociado a A, = 6, 


é2 = (—1,1) autovector asociado a Az = 8, 


por tanto, los ejes son: 


To 1 0 1 

Ejel = | E 1 = ¿To — 21 +09 =0, 
Ta 728 1 
To 1 0 1 

Eje2 = | 21 =Ñ —1 = ¿o — m1 — 9 =0. 


zo == 1 


00 


Los vértices son los puntos de intersección de la elipse con sus ejes. Como 
todos los puntos de la elipse son puntos propios, buscamos los vértices en 
Ty = 1, esto es, planteamos los sistemas 


CNEjel = 21922 — 20112 — ¿+72 + 714=0 
7 ¿Lo — 11 +29=0 
CNEje2 = 22082 — 2002-24 +77 +72=0 
— ¿Lo — 11 — 292 =0 


para tp = 1 y obtanemos 
2x9 — 22122 -1+72+702=0 
53 +2=0 
1 1 7 1 
+ 
=> =|(1)-=+—vV55=2=Hv5 
Y (o +4 5-3*23 55) | 


219 — 20112 -1+720+70=0 
-3-21-23=0 


1 1 7 1 
+ e e PE 
$ (a 18 +38 165, 18 78 165) | á 
Forma reducida: La ecuación reducida de la elipse es 
Cr => deo( xp)? + dir (u,)* + doy (2)? = 0, 


donde di = 6 ,da2 = 8 y como det(4) = —55 = doodi1d22 = don48, entonces 
doo = —55/48. Por tanto, 


coli l 
Cp = CON + 6(2)? + 8(27)? =0, 
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siendo el origen de la referencia R”, el centro de la cónica: O'= (—¿ —£) y 


la base es 
>= (ri) ma) (ra) 


Utilizando la matriz del cambio de referencia resulta: 


l- LB 0 E 00 

0% 3 |4|-38 3 "2]|=| 060 
a Y 8 Ya y 

0 -% > Lhk 0 08 
Ya YA 18 Yi y 


Ejemplo 2 Sea la cónica O = 112 — La? — Lal + 822012 + 30109 =0. 
Clasificación: 
La matriz de la cónica es 


11 0 442 


a-[ o +3 
ai E 4 

El determinante de A es: det(A) = —6 4% O (es una cónica regular) y los 

autovalores de Ago son Ay = 1, A2 = —2; por tanto, det Ag) =-—2 < 0. La 


cónica C es una hipérbola. 


Elementos notables: 
El centro de la hipérbola es un punto propio que no pertenece a la cónica. 
Tenemos: 


P = AU siendo U((1, 0, 0)] 


luego 
Po 1 0 4317 f1 l 
pis 0 -3 3 =| -y2 


El centro es 


Ne ( Va, va) = [(1,-342,-v2)]. 


Los diámetros de la hipérbola son las rectas que pasan por su centro (las 
rectas polares de puntos impropios). La familia de diámetros es 

To 1 0 

zm 34 1 

La — 2 b 


esto €s, day = v2 (a — 3b) Lo — bi, + ax =0. 


Il 


V2 (a — 3b) xo — bx, + ax =0, 
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La hipérbola tiene dos asíntotas que son las tangentes a la hipérbola en sus 
puntos impropios. Los puntos impropios de la hipérbola son: 


— ¿2? + 312 + 3112 =0 an ( P; [(0, 1,3 es 24/2)] 


Pe0nr | 1%, Pa [(0,1,3 + 24/2)| 


La polar de P, es: 


1 0 4% Lo 

no = (013-2v2)[ 0 -¿ 4 % |=0 
wa 3 3)m 

=> ri = (12V2-16) 20 + (4342) 21 + 420 =0, 


y la polar de P, es: 


(0,1,3+2v2) | 0 -3 3 1 |=0 
442 3 -3)/ Az 


=> m= (16 +12V2) 2 + (44342) 7, — 1202 =0. 


11 
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Por tanto, las asíntotas de la hipérbola son 
(1242 — 16) Ty + (4 S 342) Ti + V2zo = 0, 
ra = (16+ 1242) Zo + (4+ 342) 21 — V22 =0. 


tn 


TL 


Nótese que para a = 1, b= 3 — 2/2 se tiene 
ass (1 Es 212) 3-2 De + =0, 
= (12 —8v2) to — (3-242)x1 + 12 =0 
= va ((12 -8v2) zo — (3 242)x, +2) =9 
= ((12v2 A 16) zo + (4-3VDx, + v22) si) 
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y para a=1 y b= 3 + 242 se tiene: di 34243 = 11: 
Los ejes de la hipérbola pasan por el centro y tienen direcciones dadas por 
dos vectores propios ortogonales. Los vectores propios de C son: 


é = (1,1) autovector asociado a A¡ = 1, 


é2 = (—1,1) autovector asociado a A2 = —2, 
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por tanto, los ejes son: 


Zo 3 0 
Ejel = |zx -342 1|=x2-%1 - 22012 =0, 
Ta «Y 1 
Zo 1 0 
Eje2 = | 21 A 4x2 =0. 


Ya ¿3 1 


Los vertices son los puntos de intersección de la hipérbola con sus ejes 


a 111? — ix? — 1a2 + 8xpra + 3x1 12 =0 
:el = 0 2%] 292 02 1:42 

is aa o. SE 

S 1112 — la? — 1g2 + 8xgua + 30109 =0 
le2 = 0 39%1 992 042 142 

dl Je l e a 4xov2 =0 


Si Ty = 1, entonces 


zo — 11 -242=0 no hay solución real 


11 — ha? — 523 + 822 + 30102 =0 
—x1 - 12 -442=0 


1 1 
= v.=|(1, -1-242+>71y31-16V2, 1-2V2+ 31 -10V2) 


Forma reducida: La ecuación reducida de esta hipérbola es 


don( xo)? + di1 (a) y? + dos (x,)? 0 


l 11 — 327 => 307 + 829 + 30102 ==) 


donde d;1 = 1 ,d22 = —2 y como det(A) = —6 = dond da = —2dp0, entonces 
doo = 3. Por tanto, 


Cr = 3(u9)* + (21) — 22)" =0, 
siendo el origen de la referencia R”, el centro de la cónica: O'= (-3v2, Se) 


y la base es 
(0 6) 


Utilizando la matriz del cambio de referencia resulta: 


1 -342 -—y2 1 0 0 20 q 
1 1 1 1 

0 A y js 342 Ya 7 |=[010 

0 -% % V2 Za Y 00 -2 


2.8.2 Cónicas con centro impropio: parábolas 


Si det(Ag0) = O entonces existe una referencia ortonormal R* = (0', B' = 
(€,,€,)) tal que la expresión matricial de la cónica en la nueva referencia es: 


0 0. do Zo 
Cr =(22,2%)| 0 dí 0 a |=0. 
des 0 0 Lo 


La ecuación Cp. = d11 (21)? + 2do23,1, = 0 se denomina ecuación reducida de 
la cónica, donde 


O' es el vértice de la parábola 
dí1,0 son los autovalores de Apo 
er, €) vectores propios asociados a d11,Ú resp. 


Si cambiamos el orden de los vectores, la matriz que se obtiene es 


O du 0 
di 0 0 
O 0 da 
Ejemplo Sea la cónica O = —2xp12 + 40102 +22 +42 + 23=0. 
Clasificación: 
La matriz de la cónica es 
1 0-1 
A= 0 4 2 
-12 1 


El determinante de A es: det(4) = -—4 % 0 (es una cónica regular) y los 
autovalores de Ago son A1 = 0, A = 5 (por tanto, det Ay = A142 = 0). La 
cónica C es una parábola. 


Elementos notables: 
El centro de la parábola (el polo de la recta del infinito) es un punto 
impropio que pertenece a la cónica. Se tiene: 
CMTo = 411194404402 =0 om 4t4+4+t? = 0 => t =-2 => Z][(0, 1, -2)] 
t=29/11 
Los diámetros de la parábola son todas las rectas que pasan por su centro 
(rectas polares de puntos impropios). Tienen la dirección del vector (0, 1, -2), 
. por tanto, 
Familia de diámetros d, = a%y + 211 + 22 =0. 
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La asíntota de la parábola (recta tangente en su punto impropio) es la 
recta impropia: zp = 0. 
La parábola tiene un único eje propio. "Tenemos: 


é = (2,1) autovector asociado a A2 = 5, 
e, (-1/2, 1) autovector asociado a A¡ = 0. 


Por tanto, el eje propio de la parábola es la recta polar del punto: P[(0, 2, 1)); 
esto es 


1 O —1 TO 
Eje = (0, 2, 1) g 4 2 L1 =( => Eje = —2p + 10x1 + 5x2 = 0. 
=1 2 1 Ta 


El vértice es la intersección de la parábola con su eje: 


E n Eje ss —22yT2 + 41179 + Le + da? + mi =0 
—Lo + 10x%1 > 5% =0 
En xq = 1 


209 + 40109 +14 4074203 =0 | 4 13 
a + Vd, 35 25 


Forma reducida: La ecuación reducida de esta parábola es 
Cr = di1(x, y? => 2dg2t¿T> =0 


donde d11 = 5 y como det(A) = —4 = (do2)?d11 entonces (do2)? = 4/5. Por 
tanto, 


4 
Cr = 5(21) + 2,0) = 0, 


vV5 


siendo el origen de la referencia R* el vértice de la parábola: O'= (— 


la base es 
(0 


Utilizando la matriz del cambio de referencia resulta: 


1-4 E 1.00 0 0 -¿45 

0 2 ¿E A OM A: 0 E 0 
V5  y5 25 y5 Y5 SS 2 

A 3 LL 2 2d 0 0 
5 vb 2 YB v5 5 


38 


Bibliografía 


. J.M. Aroca Hernández-Ros, M. J. Fernández Bermejo, Notas de Geometría 
Proyectiva, Universidad de Valladolid, 2002. 


. F. Etayo Gordejuela, Apuntes de Geometría Proyectiva, Universidad de 
Cantabria. 


. G. T. Kneebone, J. G. Semple, Algebraic projective geometry, Springer- 
Verlag, 1988. 


. J.L. Pinilla, Lecciones de programación lineal-cónicas-cuádricas-supercies, 
Ed. Varicop, Madrid, 1971. 


39 


OO 


SIA AAA A A A ADAN 


5 


4 
su 
MS ar YE 

Pa 


cuadernos.ijhtgmail.com 
infolémairea-libros.com 


